MAT feladatmegoldó verseny 2000

1. Feladat


Jelszó : „How I  need a drink”


1. Feladat

A kifizetés becsléséhez nyilván a baleseti halál bekövetkezési valószínűségének eloszlását kell megbecsülnünk a biztosítottakra, mégpedig, mivel a biztosítási összegek jelentősen eltérnek, a 3 csoportra (elnök, ügyvezetők, tagok –ez utóbbin most a nem vezető tagokat értve) külön-külön.

Az 1998-as országos adatokat összevetve az Egyesület adataival jelentős eltérés tapasztalható.

1998-ban Magyarország 15-70 éves lakosságának egészét tekintve 7396 ezer lakosra 3885 baleseti eredetű halál jutott (az általános biztosítói gyakorlatnak megfelelően, az öngyilkosságot és önsértést nem tekintettük balesetnek). Ez 0,525 ezrelékes éves átlagos baleseti halál valószínűségnek felel meg. 

Feltételezve, hogy az Egyesület tagjai is ugyanezzel a valószínűséggel halnak meg balesetben, a megadott halálozási gyakoriságok együttes valószínűsége (binomiális eloszlás alapján) kb.  7*10-5
. Ezért ezt a feltevést 99%-os szinten elutasíthatjuk.

Másrészt, az 1998-as országos adatokat részletesebben megvizsgálva, 5 éves korcsoportonkénti bontásban az alábbi adatokat kapjuk:

	
	Baleset valószínűség
	Korcsoportok létszáma

	Korcsoport
	FFI
	NŐ
	FFI
	NŐ

	15 - 19
	0.028%
	0.010%
	371,762
	355,452

	20 - 24
	0.053%
	0.009%
	445,168
	424,129

	25 - 29
	0.049%
	0.013%
	366,386
	351,085

	30 - 34
	0.068%
	0.013%
	316,789
	307,898

	35 - 39
	0.078%
	0.017%
	320,600
	321,824

	40 - 44
	0.100%
	0.019%
	414,868
	422,878

	45 - 49
	0.105%
	0.023%
	365,011
	386,612

	50 - 54
	0.121%
	0.027%
	303,949
	333,632

	55 - 59
	0.141%
	0.026%
	261,710
	315,914

	60 - 64
	0.136%
	0.033%
	221,999
	293,454

	65 - 69
	0.131%
	0.047%
	205,036
	290,268


Ezekből az adatokból megbecsüljük a baleseti halál egyénenkénti valószínűségének eloszlását. Nyilván az eloszlás várható értékére az átlagos valószínűség, azaz a fent már említett A = 0,000525 torzítatlan becslés. A szórásnégyzetet alulról becsülhetjük a
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képlettel, ahol c a kor-/nem szerinti csoportokon fut végig, Ac és Pc pedig a c korcsoport átlagát és az összlakossághoz viszonyított arányát jelöli.

(Az eloszlás teljes szórásnégyzete 
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, ahol Sc a c korcsoportba tartozó emberek valószínűségeloszlásának szórása.)

Az adatokat behelyettesítve 
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 adódik. Ebből a teljes eloszlás szórására

S>=0,000419 adódik.

Mint látható a szórás a várható értékhez képest igen nagy (kb. 80%-a annak), ezért az Egyesület adatai a jelentős eltérés ellenére is lehetségesek.

Próbáljuk megbecsülni ezek után az Egyesület tagjaira vonatkozó eloszlást. Bayes-i döntést fogunk alkalmazni, apriori eloszlásként a fent kiszámított A várható értékű és  szórású  eloszlást alkalmazva, az egyes évek mintáiban pedig az egyes ügyfelek kárszámát pedig Poisson-eloszlással  közelítjük. Ez megtehető, mert p igen kicsi volta miatt 1-nél több kár bejelentésének valószínűsége elhanyagolható. Ismert, hogy ezen feltevések mellett az aposteriori eloszlás is  lesz, mégpedig, ha az apriori paraméterek és az összes esetek száma N, a károké pedig k, akkor az aposteriori paraméterek +kés +N. Ebből az eredményből az is látszik, hogy az aposteriori eloszlásban az apriori eloszlás és az adatok súlya kb.  : N. Az apriori eloszlás paraméterei (momentummódszerrel illesztve) 
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. Látható, hogy minél nagyobb a szórás, annál kisebb az apriori eloszlás súlya. Mivel a tényleges szórás csak nagyobb lehet az általunk használtnál, ezzel a módszerrel kissé megnöveltük az apriori eloszlás súlyát a becslésben. Mivel az országos adat magasabb az Egyesület adatánál, ezzel a becslést a biztonságos irányba módosítjuk. Behelyettesítve a megfigyelt k=6, N=33500 adatokat (mivel az aposteriori eloszlás paraméterei egyszerű összeadással adódnak, az összevonás nem módosítja azokat), az aposteriori eloszlás paramétereire =7,5742és =36497 adódik.

A fenti eljárás az ügyvezetők és az elnök esetében nem alkalmazható, mert róluk még azt sem tudjuk, hogy az elmúlt 3 évben tagjai voltak-e az Egyesületnek. Rájuk vonatkozóan tehát nincs megfigyelt adatunk. Ugyanakkor a biztosítási összegük a tagokéhoz viszonyítva rendkívül magas (100- ill. 400-szoros), ezért őket mindenképpen külön kell kezelni. Valós biztosítási esetben részükre mindenképpen külön kockázatelbírálást kell végezni, ugyanúgy, mintha önálló ügyfelek lennének. (Korukat, nemüket, foglalkozásukat, vagyoni helyzetüket, esetleges más hobbijukat is elemezve.)

Mivel esetünkben erre nincs mód, az ő kockázatuk eloszlását az apriori eloszlással azonosnak tekintjük. Mivel az apriori eloszlás szórása igen nagy, ez nem feltétlenül jelent elégséges biztonságot, ezért legalább az ügyvezetők és az elnök kockázatára ajánlatos viszontbiztosítást kötni.

Határozzuk meg a fenti eloszlások esetén annak valószínűségét, hogy az elnök meghal, hogy 0,1 vagy legalább 2 ügyvezetőségi tag hal meg ill. hogy, 0,1…,11 vagy legalább 12 tag hal meg.

Az elnök (baleseti) halálának valószínűsége PE1= E(P(elnök meghal |  )) , ahol az elnök kockázata, mint valószínűségi változó, a fentiek szerint   eloszlását =1,5742és =2997 paraméterű  eloszlásnak tekintjük. Ekkor PE1= E( E( |  ))= E( )=0,000525, mivel a halál valószínűsége éppen egyenlő a kockázattal. 

Annak valószínűsége, hogy az elnök nem hal meg PE0=1-PE1=0,999475.

Annak valószínűsége, hogy 0 ügyvezető hal meg, ha a kockázat . Ennek megfelelően ezen esemény valószínűsége PÜ0 = E(P(0 ügyvezető hal meg |  )) , ahol az ügyvezetők kockázata, mint valószínűségi változó, a fentiek szerint   eloszlását =1,5742és =2997 paraméterű  eloszlásnak tekintjük. Ekkor PÜ0= E ((1-sűrűségfüggvényét felhasználva 
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Az utolsó egyenlőségnél azt használtuk ki hogy az integráljel mögött egy sűrűségfüggvény áll, és nyilván bármely sűrűségfüggvény integrálja 1.

Behelyettesítve =1,5742és =2997 értékét PÜ0 = 0,98958 adódik.

Teljesen hasonló módon számítható ki pontosan 1 ügyvezető halálának PÜ1 valószínűsége, erre PÜ1 = 0,01033 adódik.

A fentiekből legalább 2 ügyvezető halálának valószínűsége PÜ2+ = 1-PÜ0-PÜ1=0,00061

A tagok halálozását x paraméterű Poisson-eloszlással közelítve pontosan n tag halálának valószínűségére
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Itt ismét azt használtuk ki, hogy bármely sűrűségfüggvény integrálja 1.

Behelyettesítve N=10000, =7,5742és =36497 értékét (most az aposteriori eloszlást használjuk !), PT –re az alábbi értékek adódnak:

	n
	PT(n)

	0
	0.159748

	1
	0.260225

	2
	0.239932

	3
	0.164682

	4
	0.093629

	5
	0.046613

	6
	0.021009

	7
	0.008762

	8
	0.003433

	9
	0.001278

	10
	0.000455

	11
	0.000156

	12+
	0.000077


A fenti valószínűségekkel számolva, annak valószínűsége, hogy az X teljes kárkifizetés kevesebb, mint 10.000.000 forint 

P(X<10.000.000)<PE0*PÜ0=0,98906<99%, 

mert ez csak akkor lehetséges, ha sem elnök, sem ügyvezető nem halt meg.

Annak valószínűsége, hogy a kárkifizetés 10.100.000 Ft-nál kisebb

P(X<10.100.000)>PE0*PÜ0*(1-PT(12+))+PE0*PÜ1*PT0=0,990634>99%.

Mivel a kárkifizetés összege 100.000 Ft-tal osztható, azt kaptuk, hogy a biztosító kárkifizetése 99%-os valószínűséggel kevesebb, mint 10.000.001 Ft.

Mint a becslés menetéből látható, a kárkifizetés becslése elsősorban az ügyvezetők halálozására tett feltevésektől függ. Ha az ügyvezetők halálozását is az aposteriori eloszlással becsülnénk, akkor a kárkifizetési határ 10 millió forintról 700 ezer forintra, tehát a korábbi érték 7%-ára (!) csökkenne. Ezért még egyszer szeretnénk aláhúzni, hogy valós esetben az ügyvezetők kockázatára vonatkozó elemzést sokkal részletesebben kell elvégezni.
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